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Exercice 1 (4 points)
Soit un ouvert borné (non vide) Ω ⊂ RN de frontière Γ ”assez régulière”.
Laquelle des propositions suivantes est vraie ?

(i) C1(Ω) ⊂ H1(Ω) et C(Ω) ⊂ L2(Ω).

(ii) H2
0 (Ω) ⊂ H1

0 (Ω) et W 1,3(Ω) ⊂ H1(Ω).

(iii) C1(Ω) ⊂ H1(Ω) et C(Ω) ⊂ L2(Ω).

(iv) D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) et H

1
2 (Γ) ⊂ L2(Γ).

Réponse :

(i) (1 point)

L`affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl C1(Ω) ⊂ H1(Ω) `eˇt C(Ω) ⊂ L2(Ω) n’est pas vraie.

(ii) (1 point)

L`affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl H2
0 (Ω) ⊂ H1

0 (Ω) `eˇt W 1,3(Ω) ⊂ H1(Ω) est vraie.

(iii) (1 point)

L`affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl C1(Ω) ⊂ H1(Ω) `eˇt C(Ω) ⊂ L2(Ω) est vraie.

(iv) (1 point)

L`affl ¯p˚r`op̧`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) `eˇt H

1
2 (Γ) ⊂ L2(Γ) est vraie.

Exercice 2 (6 points)
Soit I un intervalle (non vide) ouvert dans R).

(1) Montrer que pour tout ϕ ∈ D(I) et tout x et y dans I (x > y), on a

|ϕ(x)− ϕ(y)| 6 ‖ϕ′‖L2(I)|x− y|
1
2 (∗)

(2) En déduire que l’inégalité (∗) reste vraie dans H1(I),

∀u ∈ H1(I), ∀(x, y) ∈ I × I, on a |u(x)− u(y)| 6 ‖u′‖L2(I)|x− y|
1
2 .

Réponse :

(1) (3 points)

∀ϕ ∈ D(I), ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x `eˇt y `d`a‹n¯s I (x > y), `o“nffl `affl ϕ(x) − ϕ(y) =
∫ x
y ϕ

′
(t)dt. A˚i‹n¯sfi˚iffl,

`àffl ˜l„`a˚i`d`e `d`e ˜l„˚i‹n`é´g´a˚t¨lˇi˚t´é `d`e H`ö˝l´d`eˇrffl (˚i`cˇiffl C`a˚u`c‚h‹y-S̀c‚h‹wˆa˚r˚z : p = q = 2), `o“nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t
˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e |ϕ(x)− ϕ(y)| 6 ‖ϕ′‖L2(I)|x− y|

1
2 (∗)

.(2) (3 points)

P̊u˚i¯sfi`qfi˚u`e `qfi˚u`e D(I) `eṡfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`eṡfi¯p`a`c´e `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s H1(I), ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t u ∈ H1(I) ˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e {ϕn}n>1 `d`a‹n¯s D(I) ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e lim

n→+∞
ϕn = u (`d`a‹n¯s H1(I)). D`o“n`c ¯p`o˘u˚rffl

˚t´o˘u˚t n, ϕn ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜l„˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é (∗). A˚i‹n¯sfi˚iffl, (”v˘uffl ˜l´affl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a˜bşfi`o˝lˇu`e `eˇt
`d`e ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e) ¯p`a˚rffl ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `àffl ˜l´affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l„˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é (∗) `d`a‹n¯s H1(I).



Exercice 3 (10 points)
Soient f ∈ C([0, 1]) et λ un réel positif (λ > 0). Considérons le problème aux valeurs limites

(P )

 −u
′′
(x) + λu(x) = f(x), pour x ∈]0, 1[,

u
′
(0) = −1, u

′
(1) = 0.

(i) Formuler le problème variationnel associé au problème (P ).

(ii) Rappeler la définition d’une solution faible u du problème (P ).

(iii) Montrer l’existence et l’unicité de la solution faible du problème (P ).

Réponse :

(i) (2,5 points)

O”nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tˇi`e¨l¨l´e `d˚uffl ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e (P ) ¯p`a˚rffl ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl v ∈
H1(]0, 1[), `o“nffl ˚i‹n˚t´è´gˇr`e ¯sfi˚u˚rffl ˜l„˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e ]0, 1[, `eˇt `àffl ˜l„`a˚i`d`e `dffl’˚u‹n`e ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˚tˇi`o“nffl ¯p`a˚rffl ¯p`a˚r˚tˇi`e
`o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

∫ 1

0
u

′
(x)v

′
(x)dx− u′

(1)v(1) + u
′
(0)v(0) + λ

∫ 1

0
u(x)v(x)dx =

∫ 1

0
f(x)v(x)dx.

T`e›n`a‹n˚t `c´o“m¯p˚t´e `d`eṡ `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“n¯s `a˚u‹x ˜lˇi‹m˚i˚t´eṡ, `o“nffl `a˜bˆo˘u˚tˇi˚t `àffl
∫ 1

0
u

′
(x)v

′
(x)dx+ λ

∫ 1

0
u(x)v(x)dx =

∫ 1

0
f(x)v(x)dx+ v(0).

D`o“n`c, `e›nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`a‹n˚t ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e `d`e H˚i˜l¨bfleˇr˚t H = H1(]0, 1[), ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e (¯sfi˚u˚rffl
H)

a(u, v) :=

∫ 1

0
u

′
(x)v

′
(x)dx+ λ

∫ 1

0
u(x)v(x)dx ∀u et v dansH1(]0, 1[),

`eˇt ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e (¯sfi˚u˚rffl H)

L(v) :=

∫ 1

0
f(x)v(x)dx+ v(0), ∀v ∈ H1(]0, 1[)

˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´a˚tˇi`o“nffl ”vˆa˚r˚i`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l¨l´e `d`e (P ) `eṡfi˚t ˜l´affl ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

(Pvar)

 Trouver u ∈ H, tel que

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ H,

(ii) (1,5 point)

T`o˘u˚t´e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `d˚uffl ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e ”vˆa˚r˚i`a˚tˇi`o“n`e¨l (Pvar) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl ˜f´a˚i˜b˝l´e `d˚uffl ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e (P ).

(iii) I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e (Pvar) ¯sfi`a˚tˇi¯sfi˜f´a˚i˚t ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“n¯s `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e L`a‹x-
M˚i˜l´gˇr`a‹mffl. E”nffl `e¨f¨f´eˇt



(1) (1 point)

H = H1(]0, 1[) `eṡfi˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹nffl `eṡfi¯p`a`c´e `d`e ˛h˚i˜l¨bfleˇr˚t.
(2) (1 point)

L`affl ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `d`e a(. , .) `eˇt ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `d`e L ¯sfi`o“n˚t ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t ”vfléˇr˚i˜fˇi`a˜b˝l´eṡ, ¯p`o˘u˚rffl
˜l´affl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e L `o“nffl `affl ˜bfleṡfi`o˘i‹nffl `d˚uffl ˚r`éṡfi˚u˜lˇt´a˚t ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t, `d`é›m`o“n˚tˇr`é `e›nffl TD

∀x0 ∈ [0, 1], ∀v ∈ H1(]0, 1[) ∃c1 > 0, t.q. : |v(x0)| 6 c1‖v‖H1(]0, 1[).

(3) (1,5 point)

La continuité de a(. , .) : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t u `eˇt v `d`a‹n¯s H1(]0, 1[), `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l„˚i‹n`é´g´a˚t¨lˇi˚t´é
`d`e H`ö˜l´d`eˇrffl (˚i`cˇiffl C`a˚u`c‚h‹y-S̀c‚h‹wˆa˚r˚z : p = q = 2), `o“nffl `affl

|a(u, v)| 6 ‖u′‖L2‖v′‖L2 + λ‖u‖L2‖v‖L2

A˚i‹n¯sfi˚iffl, `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t c := max{1, λ}, `eˇt `àffl ˜l„`a˚i`d`e `d`e ˜l„˚i‹n`é´g´a˚t¨lˇi˚t´é `d`e C`a˚u`c‚h‹y-S̀c‚h‹wˆa˚r˚z
`d`a‹n¯s R2 `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

|a(u, v)| 6 c‖u‖H1(]0, 1[)‖v‖H1(]0, 1[).

P̀a˚rffl `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n˚t, a(. , .) `éˇt´a‹n˚t ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é´e, `e¨l¨l´e `eṡfi˚t ”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e›m`e›n˚t
`c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.

(4) (1,5 point)

La coercivité de a(. , .) : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t v `d`a‹n¯s H1(]0, 1[),o“nffl `affl

a(v, v) = ‖v′‖2L2 + λ‖v‖2L2

`eˇt `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t α := min{1, λ}, `o“nffl `affl ˜l´affl `c´ofleˇr`cˇi‹v˘i˚t´é

a(v, v) > α‖v‖2H1(]0, 1[).

(5) (1 point)

L`affl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e L : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t v ∈ H1(]0, 1[)

|L(v)| = |
∫ 1

0
f(x)v(x)dx+ v(0)| 6 ‖f‖L2‖v‖L2 + |v(0)| 6 ‖f‖L2‖v‖H1(]0, 1[) + c1‖v‖H1(]0, 1[).

D`o“n`c
|L(v)| 6 (‖f‖L2 + c1) ‖v‖H1(]0, 1[).

P̀a˚rffl `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n˚t, L `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ˜bˆo˘r‹n`é´e, `d`o“n`c `e¨l¨l´e `eṡfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e.
Toute les conditions du théorème de Lax-Milgram sont vérifiées ; par conséquent le problème

(P ) possède une solution faible unique u dans H1(]0, 1[).


